Sinyaller & Sistemler — Sistem Transformasyonu

LAPLACE TRANSFORMASYONU

Fourier transformasyonu, daha ziyade isaret analiz teknigi olmasina karsin, Laplace
transformasyonu daha ziyade sistem analiz teknigi olarak bilinmektedir. Bununla beraber
Laplace ile kismi isaret analizde yapilabilmektedir. Ozellikle Fourier transaformasyonunun
yetersiz kaldig isaretlerin yakinsama bolgelerinin tayininde Laplace etkli bir yontemdir.

Fourier transformasyonu bir cok onemli katkisinin yanisira, frekans uzaymnin yalnizca
imajiner boliimiiyle ilgili olmasinin getirdigi sinirlama veya e’ tipli (a>0) reel degerlikli
exponensiyellerin siirekli artan formu i¢in bir karsiliginin olmamasi ve nihaye(wstabil
olmayan sistemler i¢inde kullanilamayacak durumda olmasi, Fourier transformasy¢nunun
onemli eksiklikleri olarak goriinmektedir. Laaplace Transformasyonu bunlar1 goézetén bir
yaklasim olarak ortaya cikmustir.

Bilindigi gibi siirekli-zaman ve lineer zamandan bagimsiz siirekli /A TIC) sistemleri basta
olmak {izere Laplace transformasyonlarinin integro-diferansiyei enklem sistemlerinin
cebirsel denklemlere doniistiiriilmesi iizerine O©Onemli uygulama alanijolmasina karsin, bu
bolimde daha ziyade Laplace transformasyonunun isaret.analiz acisindan ozellikleri ele
alinacaktir. Asagida e“’, a>0 tipli sinyallerin ¢6ziimiini sagiayan s Diizlemi ve bundan
yoksun olan Fourier diizlemi verilmistir.

jo Im F(w)

A A

s — Diizlemi F(s) Fourier Diizlemi

/ » ¢ (Reel) >

(@) : s =0+ joo Kgmpleks frekans diizlemi  (b) : s = jo Ozel kompleks frekans diizlemi

Sekil 1. (a) : Laplace transformasyonu : s = 0 + jw, (b) : Fourier transformasyonu ( ¢ =0)

Laplace Denklemleri

F(s)= J. f@)e>'de Laplace Transformasyonu (Bilateral, ¢ift yonlii)
F(s)= I f@)e*'dt Laplace Transformasyonu (Unilateral, tek yonlii)
0
f(@)= ZL I F(s)e®'ds Ters Laplace Tranformasyonu
T ]



Askin Demirkol

Yakinsama Bolgesi

Daha once “The Region of Convergence (ROC)” adiyla anilan yakinsama bolgesi, Laplace

o't

transformasyonunun varligini (f ‘ f() e '|dt <o) gosteren bolgedir. Bu bolgenin varligi

halinde hangi transformasyon olursa olsun onun mevcut olabilecegini ve yakinsamanin
miimkiin olacagim diisiinebiliriz. ROC ayn1 zamanda sistemin kararlilifininda gostergesi

oldugundan o6nemlidir. Bu nedenle f ‘ f(t) e%'|dt <oo denkleminin sonlu bir degé:

iretmesini saglayan ve yakinsama bolgesini (ROC) tanimlayan o degerinin tek (unique)
degil, cok hatta teorik anlamda sonsuz olabilecegi daha 6nceki kisimlarda izah edilrpisti. Bu
ozellik Laplace transformasyonunu, Fourier transformasyonuna gore avantajli ve daha/geiiel
kilmaktadir.

Ornek
f(t)=¢e"u(t) isaretinin Laplace transformasyonunu bulun
Coziim

Simdi ele alman f(f)=¢u(t) sinyalinin Laplace yaklasinisda/tam ¢oziimiinii elde etmeye
caligalim.

- ‘ - A D A 1 A
_ —-st _ 3t —(o+jw) t _ /-(O‘—?H—j ) t - _ —(0-3+jw) t oo
F(s) = fe " di=| eut)e dr=["¢ dt —G_3+jw[e 15

0

:_;[e—w—ij) > _ g Qs o} —_ 1 [ _31. _1}:_;[l_1}
o-3+jw c-3+jwl e o-3+jw|

o=
oc-3+jw O\ Jw
1

)
Buna gore f(r) = e Nisaretinin Laplace transformasyonu

e”u(t)eL >3
s—3

N yakinsama bolgesi (ROC)

—» Reel

Sekil 2. s = 0+ jo Diizlemi
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Ornek
f(t)=e"u(t) isaretinin Laplace transformasyonunu bulun
Coziim

Bu 6rnek, Fourier yaklagimi agisindan miimkiin gériinmesine ragmen, burada alternatif olarak
yukaridakine benzer bi¢cimde ele alinacaktir. Coziimiin asamalarida asagida verilmistir.

F(s) :,[:f(t) e ! dt:I:oe_S'u(t) e ' dt =j:e_3l e ! dt:j:e_3’ e T = ere_(“"”w)’ dt

Q0

—| _ 1 e—(3+o‘+j w)t — _ 1 e—(3+o‘+jw) o | | 1 e—(3 o+jw) 0
3+0+ jo 0 3+0+ jo 3+0+ jo

Bu denklemde goriilen
_ 1 o Grotio) =
3+0+ jo

ifadesinin ¢ — oo i¢in sonlu bir deger iiretebilmesi icin ¢
gerekir (¢"®*?*/*’= — (). Bunun igin yakinsama bélgesinin

-(3+0+, w) oo

teriminin sifir olmasi

3+0)>0 veya o0>-3
olmast gerekir. Buna uygun yakinsama bolgesi (ROC) asagidaki goriiniimde olacaktir.

JO

Yakinsama bélgesi
( L

-3 0 o

v

Sekil 3. £(¢) = e u(t) Isaretinin o > -3 icin yakinsama bolgesi

o« : Tek yonlii Nedensel Laplace Transformasyonlarinda (single side, unileteral Laplace
Transform), kutuplar yakinsama bolgesinin solunda yer alir.

Buradan, Laplace transformasyonunun bulunumasi agsamasina gegilebilir.
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F(s)= N S e Grotie) e +—1 =|- ! ! + !
3+0+ jw 3+0+ jw 340+ jo €PN 340+ jo

I S VR RS S N D ST
3+0+ jo o 3+0+ jo 3+0+ jo 3+0+ jo
:{ 3+0'+]a)}
- , _3
3+O'+]a)
1
s+3
Laplace Transformasyonunun Var Olmasi
[Jro e

Bu denklemin saglanmas1 F(s) lizerinden Ters Laplace Transformasyonu vasitasiyla f(¢)
sinyalinin tekrar elde edilebilecegine dair kanittir ( f(¢) <> [£(s) ).

Standart Fonksiyonlarin LapisteTansformasyonlari

Ornek
f(t) =0(t)u(t) isaretinin Laplace tranifarmasyonunu hesaplayalim.
Coziim
F(s)=[ f@ye™"dr=[ @ye " di=5(0)e’

=1
Bunun anlamy F(w) =T Fourier transformasyonundaki gibi diisiiniilebilir.
Ornek
F(s) =(s) isaretinin invers Laplace transformasyonunu hesaplayalim.
$éiziim

Dualiti prensibinden

L'[8(s)]= —— [ “ITS(s) e ds
27T j o

1

27 j
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Ornek

f (@) =1 isaretinin Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

Coziim
f@) e F(s)
1 o(s) & L
L_l[5(s)]=r ) 2z j
Tl or jss)
Ornek

f(t) =u(t) isaretinin Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

Coziim
oo X oo X o0 X o0 : 1 )
— —-st — —-st — —-st — TSV — =St oo
Fs)=[ fe™ di=[ u@nye™ dr=[ (e dr=| (e N e

1
=— , Res>0
s

Ornek
f () =rtu(t) isaretinin Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

Coziim
—S

e ! |
s =Dl=

Fs)=[ fye™ di={ mge " di=["t()e di=["re di=

Ornek
f(t)=t"u(t) isaretwin haplace transformasyonunu hesaplayalim.
Coziim
\<°°, -st _002 -st _OOZ —st _NZ—st
F's ] fe dt—Lot u(t) e dt_jot () e dt_jo > e dt
e’ 2

_ 2,2 w_ “
= e (st +2st+2)I5= 3

Kural : r"u(t) =

n+l
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Ornek

f(t)=cosw,t u(t) isaretinin Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

Coziim
F(s)=——— , Res>0
5T+,
S
Kural : cosbr u(t) =
® s*+b?

Ornek
f(t)=sinw,tu(t) isaretinin Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

Coziim

F(s)=—2— , Res>0
57+,

Kural :sinbr u(t) =
@) s?+b?

Ornek

f(t)=e" cosw,t u(t) isaretinin Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

Coziim
s+a
F(s)= -
s°+ o,
Ornek

f(@)=e " sinwytu(t) isaretinin Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

Coziim
F(s)=—2—
) (s +a)s\t+ o,
Ornek

x(t) = 26 *“cos(6t +0)u(t) Sinyalinin yakinsama bolgesini (ROC) tayin edin.
Jiziim

Verilen ifadenin yakinsama bolgesi i¢in Laplace transformasyonuna bakmamiz gerekiyor.

Kural : ¢’ cos(bt +0)u(t) <

sS¥a)

2(s+4)cos(0)—12sin(0) _

x(1)=e™ cos(61 +0)u(r) <
® ( () s> +8s5+52

X (s)
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Ornek
s+3 . .
H(s)= 1 Sisteminin ters Laplace transformasyonunu hesaplayin.
s+
Coziim
H(s)= s+6 . A N s+4+A_s+A+4
s+4 s+4 s+4 s+4

A+d=6-—>A=2

H(s)=1+

L' {1+ 2 ! 4} =0(t)+2e¢u(t)=h(r)

s+4 s+

h(t) = 8(t) + 2e " u(t)
Ornek

3s+6 . o
F(s)= S isaretinin invers Laplace transformasyonunu hesaplayalim.

s(s> +5s5+6)

Coziim
F(s)= 35s+6 o 3(s+2) —ﬁ+ c, +_L_cl(s2+5s+6)+c2(s2+3s)+c3(s2+2s)
S(s2+55+6)  s(s+2)(s+3) s s+2 sH3 s(s+2)(s+3)
_s%(c,+¢,+¢)+5(5¢, +3¢, +2¢,) +6¢,
s(s+2)(s+3)

3s+6=15"(c, +c, +¢;)+5(5¢, +3c, +2¢,0 +6¢,
¢ te,+c;=0

5¢,+3c, +2¢, =3

6c,=6—>c¢,=1,¢c,=0,c¢c;, ="

Bulunan fonksiyonun inyers Laplace transformasyonu alinirsa

F(s):l— ! -w*{l— ! }:u(t)—e_s’u(t):f(t)

s s+3 s s+3
=P Ju@)
Laplace Transformasyonunun Ozellikleri
Lineerlik

Fourier gibi Laplace Transformasyonu da lineerdir.
fi@®) & F(s) ve f,(t)e F,(s)

afi®)+a,f,(t) = aF (s)+a, F,(s)
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Zaman oteleme : f(r—1¢,)
f—t,) e F(s)e™"

Frekans oteleme : F(s—s,)
fe™ o F(s—s,)
Agirhiklandirma (scaling) : f(at)

flany o L F

ol d
Konviiliisyon (convolution)

1) x(t)*h(t) & X(s)H(s) : Zaman Domeninde Konviiliisyon
1

2) x(t)h(t) & Z—X(s)* H(s) : Zaman Domeninde Carpmy.: s Diizleminde Modiilasyon
n

Tiirev

f@) & F(s)

d"f
dt"

@ s"F5)=s"" fO)=s"fOY=+=f"(07)

Nedensellik ve Tek — Cift Yéniu Laplace Transformasyonu

F(s)= J:o f)e & Tek yonlii (unilateral) Laplace Transformasyonu
F(s) = f fW e *'dr  Cift yonlii (bilateral) Laplace Transformasyonu
Ornek

f()=e"u(t)+e’'u(~t) Isaretinin yakinsama bolgesini ve Laplace transformasyonunu

velun.
Coziim

u(t) >t >0 den dolay1 nedensel, u(—t) >t <0 den dolay1 da nedensel olmayan bir sinyalin
s0z konusu oldugunu gérmekteyiz.

f=eu@y+eu-ty=e1"'= )+ £,00)
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f(t) sinyalinin yazimina bakildiginda f,(t) =e™>'u(t) gibi nedensel ve f,(¢)=e’'u(-t) gibi
nedensel olmayan boliimleri icermektedir. Diger bir deyisle hem nedensel hemde nedensel
olmayan 6zellikleri iceren bir sinyal sz konusudur. Bu nedenle yakinsama bolgesi arada bir
bolge olarak beklenmektedir.

F(s) = j T fW) e dt= j T Iy et gr = r [P u)+eu@=n] e " dt

—oo

o . oo . 0 . oo .
:J' 62 tu(_t) e—(o‘+/ w) t dt+'[ e—2 tu(t) e—(o‘+/ w) t dt :I e—(()'—2+j w)t dt+.[0 e—(0'+2+j w)t a

—oo

:;[8—(0—2#1'60”}0 +;[6—(0+2+jw)ti|°° : 0-2<04+0+230=0<2+0>-2
—(0-2+ jo) =~ —(0+2+ jo) 0
21 2t 1 1
e 'ult)y+e u(—t) > —-— , —2<0<2
s+2 s-2

Not : J-oo ez lu(—t) e—(f7+j ) 1 dt :J'O e—(0—2+j )t dt

—oo

Kural : lime """ =0, c+a<0—>0<-a
t——c0
a 1
Kural : —¢“'u(-t) < , 0<-a

s+a

Bunlara uygun yakinsama bolgesi asagidaki goriiniimge olacaktir.

-

U

Sekil 4. —2 < s <2 Yakinsama bolgesi

1
el ult)+ e’ 'u(—t) & - =—
® 1) s+2 s-2 st—4
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LINEER ZAMANDAN BAGIMSIZ SUREKLI (LTIC) SISTEM CEVAPLARININ
INTEGRO DIFERANSIYEL DENKLEMLERLE COZUMU

Integral ve diferansiyel denklemlerdern olusan integro diferansiyel denklemlerin Laplace
yaklagimlariyla ¢oziimii, Laplace alanindaki en bilinen yontemlerdendir. Bu sekliyle daha
yaygin olsada, su ana kadar biz daha cok Laplace transformasyonunun sistem ve isaret analiz
acisindan Ozelliklerini analiz etmeye calistik. Simdi Laplace transformasyonunun bu klasik
ozelligini basit orneklerle ele almaya ¢alisacagiz. Bunu yaparken yine cok klasik diferansiyel
denklemlerle olan yaklasimi degil de, ayn1 zamanda sistem Ozelligini de igerecek sekilde
almaya gayret edecegiz. Bu acgidan siirekli-zaman zamandan bagimsiz (LTICjmsistem
orneklerini ele alarak, bu tiir sistemlerin cevaplarim Laplace yaklagimiyla analiz s{meye

calisacagiz. Bu anlamda bir LTIC sistemin parametrelerini (giris, ¢ikis, impuls cevap) d_yk(t)

gibi difarensiyel dernklemlerle yazmak ve gostermek miimkiindiir.

Ornek

2
Girisi f(t)=2e*'u(t) olan ve % + 8% +15y(t) = fl—f +2,f(t) denklemiyle verilen LTIC
t t t

sistemin y(¢) cevabini hesaplayalim.
Coziim

Coziim transfer fonksiyonu yaklagimindan yapilacaktir. Sistem denklemi asagidaki gibi
yazilir.

d’y® _

dt®

s7Y(s), %:ﬂm, , y()=Y(s) ve d);(t[) =s5sX(s), x(t)=X(s)

$°Y(s) +85Y(s) +155¢s) = sX () + 2X ()
[s +8s+151V(s) =[s ¥ 21X (s)

buradan transfer {onksiyonu

s+2
H(s)=-"———
(s) s?+8s+15

giris fonksiyonunun Laplace doniisiimii ise,

F(s)=L[2e *u@)]=

s+4

10
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2(s+2) _ 2(s+2) T S S &
(s+4)(s>+8s+15) (s+4)(s+5)(s+3) s+4 s+5 s5+3
(e, +c, +c3)sP +(8c, +7c, +9¢,)s +15¢, +12¢, +20c,
- (s+4)(s—6)(s+2)

Y(s)=H(s)F(s)=

¢, tc,+c; =0
8¢, +7c, +9c; =2
15¢, +12¢, +20c, =4

=4, c,=-3, ¢;=-1
buradan Y(s) sistem cevabi

4 3 3 _1
s+4 s+5 s+3

Y(s) =

bulunan Y (s) fonksiyonun invers Laplace transformasyonu alinirsa

4_3_1
s+4 s+5 s+3

L'Y(s)]= L‘l( j =de ™ =3¢ —e (1)

yt)=(4e™ =3¢ —eu(t)

olarak bulunur.

Ornek

Bir sistemin ikinci dereceden diieransiyel denklemle gosterimi
(D> +4D +3)y(t) = (D+4) f(¥)

seklindedir. f(¢) sistem.girisini ve y(z) sistem cikisini gdstermektedir. Sistem girisi
f(t) = e u(inve baslangic kosullar1 y(0™) =-2 ve y(0~) =3 ise sistem ¢ikist y(¢) yi
hesaplayalim.

Coziin

Verilen sistemin diferansiyel denklemi asagidaki gibi diizenlenir.

d’y  dy df
—+4—=+3y@t)=—+4f(¢
PR y(1) 4 Q)

y(1) < Y(s)
ozelliginden

11
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% S sY(s)—y(0 ) =sY(s)—(-2)=sY(s)+2

2
% & Y (5)—sy(07) = 3(07) =Y (s) = (2)s =3 =5"Y(s)+25 -3

f@)=eu)

1
Fls)= s+2
d _ s s
d_];@ sF)=1(07)= s+2_0= s+2
%Hf(t) = sF(s)—f(O)+4F(s)=ss41_2+4s_|1_2 - z:;
Buna gore sistem diferansiyel denklemi
s 1

+4

[s2Y(s)+ 25 =3]+4[sY(s)+2]+3Y(s) =
s+2 s+2

S7Y(s) + 25— 3+ 4sY (5) + 843 (s) = T2
s+2
2 s+4
(s"+4s+3)Y(s)+2s+5=
s+2

Dikkat edilirse ¢ikisin oldugu sol tarafta-Y 5) ortak parantezin disinda kalan 2s+5 terimi,
baslangic kosullarindan olustugu i¢in, sistemin baslangi¢ kosullarina gore olan sistem cevabi,
yani “sifir girig cevab1” olarak ‘Gagerlendirilmektedir. Bununla beraber esitligin sag tarafinda
yer alan terimler sistemin<gisis \yapildig an ile ilgili oldugundan, bu anlamda “sifir durum
cevab1” olarak kabul edilmekiedir.

s+4
(s> +4s5+3)Y(s)= 255
baslang;kosulla.ri &4"_2‘,
giris terimler
—-25-5 s+4
Y(s)=— + >
s"+4s+3 (s+2)(s” +45+3)
iifiir giris cevabi sifir durum cevabi
. -2s-5 s+4
a\v)= +
(s+D(s+3) (s+D(s+2)(s+3)
sifir giris cevabi sifir durum cevabi

Y()=Y,,(s)+Y (s)

. —2s-5 A N B (A+B)s+3A+B
(s+D(s+3) s+1 s+3 s+1

Yzi(s)

12
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A+B=-2
3A+B=-5
U |

2 2
NP R

2s5+1 2s5+3
Y (s)= s+4 e N D N E _C(s> +55+6)+ D(s* +45+3) 1 E(s* +35+2)
o (s+D(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3 (s+D(s+2)(s+3)
_(C+D+E)s’ +(5C +4D +3E)s +6C +3D+QE
(s+D(s+2)(s+3)

C+D+E=0
5C+4D+3E=1
6C+3D+2E=4
c=2 ., p==, 6 E=1

2 2
st(s)zé 1 _s 1 +1 1

2541 s+2 2s5+3

buradan Y(s) sistem cevabi
Y(s)=Y,, (s)+Y, (s)

Y(S):{_él_ll N, 1}
2s+1 2s+34m.2\s71 s+2 2543

Bunun invers Laplagctransformasyonu aliirsa sistem toplam cevabi * sifir-giris cevabi ve
sifir-durum cevabrgpiamlarindan asagidaki gibi neticelenir.

i
ryen=rna L2 b, 1Ll
|72 5+1 2543 2541 542 2543

3 —t 1 -3¢ 3 —t -2t 1 -3¢
vit)=|——e ——e u@®)+| —e —2e " +—e u(t
(t) ( > 5 j () (2 5 J (1)

sifir giris cevabi sifir durum cevabi

13
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Laplace Transformasyonu ve Kararhlhik

Bir sistemin girisi f(z) ve ¢ikist y(t) olmak tizere LTI bir sistemin diferansiyel denklemlerle
gosteriminin agsagidaki gibi oldugunu biliyoruz.

d n d n-1 d n-2 d d m d m—1 d m—2
y+a”‘1 ly+a”-2 Z+"'+all+a0:b;n f+bm—1 {‘Fbm—z {+
dt" dt"” dt"” dt dr" " i "

Eger bu sistemin giris ve ¢ikis baslangi¢ kosullarini sifir aldigimiz: diisiiniirsek,
y(1) & Y(s) ve f@1) e F(s)

r

o y(t) & s'Y(s)

k

4ty e s*F(s)
dt

Bunlar goz oniine alinarak baslangigtaki sistem denklemi

(s"+a, s"" +-+as+a)Y(s)=(b,s" +b, 5" M.+ bs+b)F(s)

b, s"+b, s"" +--+bs+bh

Y(s)=—"= — LF)
s"+a, ;s +-+as+a,
P(s)
Y(s)= F
(s) 00s) (s)

Sistem transfer fonksiyonu olarak H (s)

_Y(s) hus” +b, " +-+bs+b, _ P(s)
F(s) s"+a, "+ tas+a, Q(s)

H(s)

(s—z)(—2,)(s—2,)

H(s)=b,,
(s=p)s—p,)-(s—p,)

bicimlerinden biri olarak elde edilir. Son denklemden gérmekteyiz ki, sistemin p,, p,,--, p,,
kutuplar sistemi sonsuza  z,,Z,,-*+,z, sifirlar ise, sistemi sifira gotiirme Ozelligindedir.

Oncelikle s =0+ jo ifadesinden goriilebilecegi gibi sistem kutup veya sifirlari kompleks

yapida olmakla beraber aymi zamanda yalnizca reel veya imajiner de olabileceklerini
diistinerek buradan simdilik kutuplarin baslica 6zellikleri asagiya ¢ikarilmistir.

14
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e Eger kutuplarin tiimiiniin reel kism1 negatif ise (o < 0), sistem tam anlamiyla kararlidir (sol
yar1 diizlem).

¢ Eger kutuplardan yalnizca birinin bile reel kismi pozitif (o > 0) ise, sistem tam anlamiyla
kararsizdir (sag yar1 diizlem).

¢ Eger kutuplardan yalnizca birinin bile (daha fazlada olabilir) reel kismi sifir (0 =0) ve
kutuplar kath degil ise, sistem marjinal olarak kararlidir (Im( jw ), imajiner eksen).

Ornek

sP+4s5+3
s +9s+14

H(s) =
Transfer fonksiyonuyla verilen LTIC sistemin kararliligini aragtirin.

Coziim

s’ +4s+3 _ (s+1)(s+3)

H(s)=—; =
sT+9s+14  (s+2)(s+7)

Transfer fonksiyonunun kutuplari,
(s+2)=0=>s5=-2 ve (s+7)=0=>s5=-7

Transfer fonksiyonunun sifirlart, (s+1)=0=s=-1 ve (s+3)=0=s=-3

Kutuplar (-2 ve —7) sol yarim diizlemde oldugu i¢in sistem kararlidir.

Ornek

B s +65+8
s> +4
Transfer fonksiyonuyla verilen LTIC sistemin kararliligini aragtirin.

H(s)

Coziim

s°465+8 _ (s+2)(s+4)

H(s)=
() s> +4 s> +4

4 ratisfer fonksiyonunun kutuplari,
(5°+4)=0=>s5=%2j
Transfer fonksiyonunun sifirlart, (s+2)=0=>s=-2 ve (s+4)=0=>s=—4

Kutuplar (£2; ) imajiner eksen iizerinde ve kath kok halinde olmadiklarindan sistem stabil
marjinal olarak kararhdir.
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Askin Demirkol

DURUM-UZAY MODELLERI
(state-space models)

Durum — Uzay Modeli, siirekli zaman uzayinda n.dereceden tek ve kompleks bir diferansiyel
denklemin, n tane birinci dereceden diferansiyel denklemle ifade edilmesini saglayan ve
durum degiskenlerini temel alana, frekans uzayindaki ¢oziime alternatif degil ayn1 zamanda
giiclii bir ¢6ziim teknigidir.

Sifir-durum cevabi
D(7)

Sifir-giris cevabi

f(r)

A
=
~
~
~
L v+
A
~
-~
~
A
—
53
A
~
-~
~
v
P
~
N
I
1]
4+
<
~
~
~

>
~~~
~
p——
A

Sekil 5. Lineer siirekli zaman sistemin-durum-uzay gosterimi

x()=Ax(r)+Bf(r)
yit)=Cx(@®)+Df ()

X ap; Ay Ny X by, b, - blj h
Xl |G G Ay, | | X2 + by by - by || Sy
X, o, a, ||x, b, b, bnj _fj
— < [S—— ——
X A X B f
)’1—| €1 Cpp Cin | | X d, d, 1 h
Yol _|€u ©Cx Con | | X2 + dy dy dy; || fo
Y Ca  Cr2 Cin ] X d, d, dk/ fj
| L
y C X D f

Ornek

V+5y+8y+T7y=9f Sistemini durum-uzay tanimini gosterin

Coziim

Sistem durum denkleminin durum degiskenlerine bagh ifadesini bulmak i¢in y,y,y cikis

baslangi¢ degerlerinin x,,x,, x;,x, durum degiskenlerine bagl gosterimlerini asagidaki gibi

diisliniiriiz.
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X =y
X, =y
X; =Yy
X, =y

ve ayn1 zamanda x,,x,,x;,x, durum degiskenlerinin integratrlerin girislerindeki x,, x,, X,
tirevli durum degiskenlerine bagli gosterimini

X, =X,
X, = X,
X, =x,

seklinde diistintirsek verilen y +5y+8y+7y =9 f sistemini
X, +5x; +8x, +7x, =9f
durumuna gelir. Burada x; = x, atamasindan dolay1 denklem

Xy +5x; +8x, +7x, =9f
veya

Xy ==5x; —8x, = 7x, +9f
nihai haline gelir. Sonucta giris ve ¢ikis durum degiskenlerini iceren ifadeler
X, =X,

X, = X,

Xy =—5x; —8x, —7x, +%u

y=x

denklemlerini-matrisyei fcrmda asagidaki gibi gosterebiliriz.

sz_LO 0 1 ||x,|+[0]f

X, -5 -8 -7||x| |9
/ ——
A B
X
y=[l 0 0]|x,
\—W_—J

Genel gosterimde ise
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x=Ax+Bf
y=Cx

olarak ifade edilirler. Elde edilen durum-uzay denkleml cifti asagidaki sekildeki gibi
goriiniirler.

Xy =-5x, —8x, = 7x, +9f
y=Xx

)
)

Sekil 12. Sistem : Yy +5y+8y+7y =9 =[x, =—5x, —8x, = 7x, +9f] ve [y =x]

Durum Uzay Modelinde Baz1 Kavramlar

Kontroledilebilirlik (contr¢llapility), sistemin sahip oldugu tiim dahili durumlar (states)
sistem girisiyle degistirilebiliyorsa, sistemin kontrol edilebilirliginden s6z edilir.
Eger durum denkleini

x(t) = Ax(t)4Bu(r)

c=[B AB A’B - A"'B]

Eger sistem kontrol edilebilir ise verilen matrisin ranki durum sayisina (n) esit olmalidir.
rank(¢)=n

Gozlemlenebilirlik
Gozlemlenebilirlik, sistem durum degiskenlerinin ¢ikista gozlemlenebilmesidir. Durum uzay

modeli goz Oniine alindiginda gozlemlenebilirligin, durumlarida iceren c¢ikis denklemiyle
ilintili oldugunu fark etmekteyiz.
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o=[C CA CA® - CAH]T

Bir sistem gozlemlenebilir ise, Rank (O) = n = durum sayis1

Ornek

. = +| | (u()
Lo |0 —1||xo] |0

v =1 O]F (I)}

x, (1)
Sisteminin kontrol edilebilirligini ve gézlemlenebilirligini test edin.
Coziim
Oncelikle durum uzay modelinin agik ifadesini yazalim.

(1) = =2x, () + x, (1) + u(t)
xz(t) = _xz(t)
y(1) =x,(1)

a) Sistemin kontrol edilebilirligi,

S R R et HE e
c=|B AB A’B - A"'B\o ¢=[B AB]:LI) _02}

2|

pas

) |
- s det(c) = L 1.0—(-2.0)=0
d {0 0} o) ‘0 0 2.0

det(¢) =0 —¢ank(g) < 2 ‘'yani durum degisken sayisindan az oldugu igin sistem (tam) kontrol
edilebilir degildiy, Sistem x, ikinci degiskeni kontrol edemiyor.

b) Sistemin,gozlemlenebilirligi,

-2
0

1.(=2)+0.0
1.1+0.(-1)

_IJ , C=[1 0]->cCA=]l o]{_o2 _ﬂ{

}:[1.(—2)+0.0 L1+0.-D]=[-2 1]

.
L

0—1 0 dtO—1 0—11—0—2 =1
=, | Pde0)=| | =LI-(0-2)=

det(O) #0 - rank(O)=2= vyani durum degisken sayisina esit oldugu igin sistem
gozlemlenebilirdir.
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Ornek

_Y(s)  s+3
U(s) s*+55+6

H(s)

Transfer fonksiyonunu durum uzay modeline doniistiiriin.

Coziim

_Y(s) _b,s"+b, " +b, ,s"+--+bs+b,
- - n n—1 n—2
U(s) s"+a, 8" +a,,s" " +---+as+a,

S AT
b o

a,=6,a,=5 ; b=3,b=1

N MR

¥ =[3 1]{;“}

Ornek

H(s)

Durum denklemi asagida verilen sistemix kararliligini inceleyin.

3 A

Ll S

[ S
A B

1 0] [2 3] [42 0] [2 =3] [4-2 3
AI-A=2 - = - =
[o 1} [—6 —5} {o ;J {—6 —5} { 6 /1+5}
det(Al —A) = (A-2)(A+5)=3.6 = A2 +51-24—-10-18 = 2> +34-28 > 4, =—7 , A, =4

Buna gore 6z degerlerden birinin pozitif ¢ikmasi halinde sistem kararsiz olacagindan, ikinci
0z degerden dolay1 (A, =4 ) sistem kararsizdur.
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Sistemlerin Kanonik Formlarla Realizasyonu
Genel anlamda dort tip kanonik form mevcuttur. Bunlar

1. Direkt kanonik form (kontrol edilebilir form),
2.Seri (cascade) kanonik form,

3. Paralel kanonik form,

4. Gozlemlenebilir kanonik form.

Ornek

H(s)= " Transfer fonksiyonunu durum uzay formunda elde edin.
s+a

Coziim
Y 1

He =YD o L y+aris=vs)
U(s) s+a

Y(s)=X(s) > sY(s)=5X(s)
U(s)=sX(s)+aX(s) > sX(s)=—aX(s)+U(s)

x(t) =—ax(t)+u(r)

y(t) = x(1)
" SN gL
e

A

Durum uzay modeli

—p Y

R

—

Sekil 6. Transfer fonksiy(aunu realizasyonu : H(s) =

s+a

Ornek

s+6

s’ +19s+84
formunu elde edin.

H(s)= tleverilen lineer zamandan bagimsiz sistemin basit (direkt) kanonik

Cozitm
H(s) =% s+6  _ s+6 _X®) Y _ 2 1 5+6)
s*+19s+84  (s+12)(s+7) U(s) X(s) s +195+84
A\;o')_ _ o i N )
Ui~ Faioeraa U@ =S XS HI9K () +84X(5) = 57X (5) =~ 195K () ~84X (5) + U s)
x=x=X(s)

x, =% =x=sX(s)
% =x"=5"X(s)

X, =—19x, —84x, +u
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Y(s)

X ()
(@)=

I X X X

=s5+6—>Y(s)=sX(s)+6X(s) -

X, (1) +6x,(1)

Askin Demirkol

X=X
X, =X
X =X,

X, =—84x,—19x, +u

-19

y=06x +x,
<!
1 1
- ¢ » — —— 6 y
K s

—84

Sekil 7. Sistem basit kanonik formu : H(s) =

s+6
s7 1004 84

LAPLACE DONUSUM TABLOSU -1

Zaman Domeni Fonksiyonu \ Fourier Transformasyonu
1 x(t)y X (s)
2 u(t) 1
s
3 0 A X (s)
4 o(t) 1
5 t"u(?) nl
sn+l
6 et u(t) 1
s—A
7 e " cos(oytu(t) sta
(s+a)’ +o;
8 e " sin(wt)u(t) ®
(s+a)’ +o;
9 re " cos(oyt +0)u(r) rcos(0)s + (arcos0 —w,rsin
s*+2as(a’ +o))

2 2
c—a

\/ A%+ B2 -2ABa . (
r= ,9=tan

Aa—B \/—2
— |, 0, =NCc—«
A\/c—azj ’
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LAPLACE DONUSUM TABLOSU - II

Zaman Domeni Fonksiyonu

| Laplace Transformasyonu

10 ax,(t) + a,x, (1) a,X,(s)+ a,X,(s)
11 x(t—t,)u(t—t,) X(s)e ', 1,20
12 x(t)e" X(s—s,)

1

3 xat) lX (ij , a>\b

a a

14 ix(t) sX (5)—x(07)
dt _

15 2 2K(s)—sx(07)—x(0°
d—zx(t) 8 25(8)—sx(07)—x(07)
dt

16 ‘ 1

J‘(r x(7)dt " X (s)
17 [ x(xyar lX(s)+l.[07 x(t)dt
S Nghe
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